Heat transfer analysis in Euler\u27s coordinate system by finite element method by Ambrož, Klemen
UNIVERZA V LJUBLJANI
Fakulteta za strojnǐstvo
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Mentor: doc. dr. Miroslav Halilovič, univ. dipl. inž.
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Tek. štev.: UN I/855
Analiza prevoda toplote v Eulerjevem koordinatnem sistemu
po metodi končnih elementov
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V nalogi je analiziran dvodimenzionalni problem časovno neustaljenega prevoda to-
plote. Analiza je izvedena z metodo končnih elementov. Predstavljena je teorija in iz-
peljava enačb, na katerih temelji metoda končnih elementov. Predstavljena je prednost
uporabe Eulerjevega koordinatnega sistema v primerjavi z Lagrangejevim, v primeru,
da narava problema omogoča uporabo le tega. Opisan in predstavljen je program za





Heat transfer analysis in Euler’s coordinate system by finite
element method
Klemen Ambrož





My final thesis analyses a two-dimentional problem of transient heat flow using finite
element method. The theory and derivation of equations, which finite element method
is based on have been presented. I have introduced advantages of Euler coordinate
system in comparisson to Langrange’s, given the nature of problem allows it. Further,
a description and a presentation of a Wolfram Mathematics analysis programme of the
above mentioned problem has been given.
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2.4.1. Časovne sheme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.4.2. Eulerjev pristop . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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4.4. Analiza časovne učinkovitosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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q W/m2 gostota toplotnega toka
k W/mK toplotna prevodnost
T K temperatura
x m dolžinska koordinata
y m dolžinska koordinata
z m dolžinska koordinata
α W/m2K toplotna prestopnost
Ts K temperatura stene
Tf K temperatura okolǐskega fluida
σ W/m2K4 Stefan-Boltzmannova konstanta
ε / emisivnost površine
V m3 prostornina




3 volumsko porazdeljen izvor toplote
cp J/kgK specifična toplota
ρ kg/m3 gostota
v⃗ m/s hitrost
v / poljubna funkcija
A m2 površina
n⃗ m normala na rob
qn W/m
2 gostota toplotnega toka v smeri normale














Preračun prevoda toplote oziroma izračun toplotnega polja nekega problema, pomeni
reševanje diferencialne enačbe prevoda toplote. Ker običajno analitična rešitev ni
mogoča, za reševanje uporabimo katero od numeričnih metod, odvisno od obravna-
vanega problema. Pri nestacionarnih problemih je tako potrebno reševati diferenci-
alne enačbe v nepremičnem koordinatnem sistemu (Lagrangejev pristop), torej za vsak
časovni trenutek posebej, kar pa je časovno zelo potratno. V primeru ustaljenega stanja
lahko problem rešujemo v Eulerjevem koordinatnem sistemu. S tem dobimo rešitev z
enim samim reševanjem diferencialne enačbe, v kateri je upoštevano tudi gibanje koor-
dinatnega sistema. Ta pristop nam da rešitev le za ustaljen del problema, kar pomeni,
da robna motnja ni zajeta. Je pa časovni prihranek na ta način preceǰsen.
1.2. Cilji naloge
Cilj zaključne naloge je spoznati teoretične osnove metode končnih elementov in pro-
bleme, pri katerih je možno izvesti analizo v Eulerjevem koordinatnem sistemu ter
izdelati program za analizo enega tovrstnega problema.
V prvem delu naloge so predstavljeni mehanizmi prenosa toplote. Sledi izpeljava vo-
dilne enačbe prevoda toplote.
V naslednjem delu je na kratko opisana metoda končnih elementov ter, iz vodilne
enačbe prevoda toplote, izpeljava enačbe končnega elementa za stacionarni prevod to-
plote.
Sledi predstavitev metod za reševanje nestacionarnega prevoda toplote in problematika
dolgih časov računanja pri tovrstnih analizah. Nadalje je predstavljena ideja, kako v
primerih, kjer je to možno, analizo izvedemo v premičnem koordinatnem sistemu in
izpeljava enačbe končnega elementa za takšen pristop.
Predstavitev programa, izdelanega v okviru te naloge, vsebuje funkcijsko shemo pro-
grama in opis delovanja posameznih sklopov.
Na koncu sledi še prikaz in komentar dobljenih rezultatov, primerjava rezultatov z
analizo po Lagrangejevem pristopu, ter možne izbolǰsave programa.
1
2. Teoretične osnove in pregled li-
terature
2.1. Prenos toplote
Toplota je energija, povzročena s translacijo, rotacijo in vibracijo molekul in atomov
neke snovi. Prehajanje te energije zaradi temperaturne razlike imenujemo prenos to-
plote. Toplota vedno prehaja iz mesta z vǐsjo temperaturo na mesto z nižjo tempera-
turo. Poznamo tri mehanizme prenosa toplote, in sicer: prevod ali kondukcija, prestop
ali konvekcija in sevanje ali radiacija. Vsi trije mehanizmi se v splošnem pojavljajo v
medsebojni kombinaciji, vendar po navadi niso enako pomembni, zato lahko katerega
izmed njih pri analizi zanemarimo. Sledi opis omenjenih mehanizmov, podoben kot v
večini literature, povzet pa po [1] in [2].
2.1.1. Prevod toplote – kondukcija
Prevod toplote je prenos toplote, ki je prisoten v trdninah in deloma tudi v fluidih.
Prevod toplote v fluidih je posledica trkov med molekulami, medtem ko se v trdninah
pojavi zaradi prenosa vibracijske energije v strukturi materiala.
Hitrost prenosa toplote s prevodom imenujemo gostota toplotnega toka q. Gostota to-
plotnega toka pa je sorazmerna gradientu temperature dT/dx, površini A in snovnemu
parametru k. Parameter k (tudi λ ) imenujemo toplotna prevodnost snovi in ima enoto
W/mK. Za enodimenzionalen prevod toplote velja enačba
q = −k · dT
dx
(2.1)
ki se imenuje Foureirov zakon. Predznak minus v enačbi nam pove, da teče toplotni
tok v smeri padanja temperature.
2.1.2. Prestop toplote – konvekcija
Prestop toplote je prenos toplote iz trdnega telesa na fluid, ki to telo obteka. Fluid je
lahko v začetku mirujoč ali pa se pretaka mimo površine. Prestop toplote se v praksi
2
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zelo veliko izkorǐsča na raznih področjih: uparjalniki, hladilna rebra, radiatorji . . .
Če fluid na začetku miruje (in je temperatura fluida nižja od temperature telesa), se
na delce ob steni prenaša toplota, zato se jim poveča volumen in se (zaradi vzgonskih
sil) začnejo premikati. Podobno velja tudi v primeru, ko je temperatura fluida vǐsja
od temperature stene. V tem primeru se toplota iz delca fluida na steni prenese na
steno, delcu se posledično poveča gostota in se začne premikati – ”potapljati”. Ta
pojav imenujemo naravna konvekcija.
Če pa se fluid že v osnovi pretaka mimo površine, se delci ob steni hitreje izmenjujejo,
kar pomeni, da je v povprečju med steno in fluidom večja temperaturna razlika. Prenos
toplote je zaradi tega bolj intenziven. V praksi takšno stanje dosežemo npr. z uporabo
ventilatorjev in ga imenujemo prisilna konvekcija.
Za konvekcijo velja enačba
q = α · (Ts − Tf ) (2.2)
ki jo imenujemo tudi Newtonov zakon hlajenja. V tej enačbi predstavlja Ts tempe-
raturo stene, ki jo omaka fliud, Tf je temperatura fluida, α pa predstavlja toplotno
prestopnost. Toplotna prestopnost ni snovna lastnost, ampak je odvisna od mnogih
parametrov, kot so lastnosti obeh snovi, ki si izmenjujeta toploto, hitrostne razmere
v fluidu, hrapavost površine . . . V priročnikih in preglednicah so sicer navedene pri-
bližne vrednosti za določene materiale, vendar pa je potrebno za poznavanje natančnih
vrednosti, toplotno prestopnost izmeriti za vsak primer posebej.
2.1.3. Sevanje – radiacija
Sevanje je energija v obliki elektromagnetnega valovanja in je posledica spremembe
v konfiguraciji elektronov zaradi trkov atomov in molekul. Za razliko od prevoda in
prestopa toplote, pri sevanju za prenos energije ne potrebujemo snovi in poteka tudi
v vakuumu. Sevajo vsa telesa, katerih temperatura je vǐsja od absolutne ničle. Za
gostoto izsevanega toplotnega toka velja enačba
q = σ · ε · T 4 (2.3)
in se imenuje Stefan-Boltzmannov zakon. V enačbi predstavlja ε emisivnost površine
(za sivo telo velja 0 < ε < 1), T je termodinamična temperatura telesa, σ pa predsta-
vlja Stefan-Boltzmannovo konstanto, katere vrednost je enaka 5, 6697 · 10−8 W/m2K4.
2.2. Vodilna enačba prevoda toplote
Za analizo vsakega fizikalnega problema potrebujemo geometrijo, materialne lastnosti
in matematični model. Slednji temelji na osnovnih enačbah, ki opisujejo določeni fi-
zikalni pojav, v mojem primeru je to prevod toplote. V nadaljevanju tega poglavja
je prikazan postopek, ki nas pripelje do osnovne enačbe prenosa toplote. Izpeljava je
3
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povzeta po knjigi [3].
Izhodǐsče izpeljave je delček volumna dV dimenzij dx · dy · dz, ki je izrezan iz opa-
zovanega območja (slika 2.1). Zanj je v splošnem treba upoštevati ohranitev mase,
ohranitev energije in ravnotežne enačbe [4]. Ker v primeru simulacije, ki je del te na-
loge, nimamo opravka s silami, upoštevamo, da je gibalna enačba za elementarni delec
izpolnjena. Prav tako je izpolnjena enačba za ohranitev mase, saj gre za trdno telo.
Upoštevati je torej treba le še energijsko enačbo. V našem primeru je edina energija,
ki jo je potrebno upoštevati, toplota.
Slika 2.1: Delec volumna dV
Sprememba notranje energije elementarnega delca v času dt je enaka
dU = dQa + dQV (2.4)
pri čemer je
dQA = dQx + dQy + dQz (2.5)
in predstavlja toploto, ki je prešla čez meje in se akumulirala v volumnu. Toplotni tok









dV · dt (2.6)
Ekvivalentno velja tudi za smeri y in z.
Toplota akumulirana zaradi volumske generacije pa je enaka
dQV = qV · dV · dt (2.7)
pri čemer qv predstavlja volumsko porazdeljen izvor toplote. Ker je v našem primeru ak-
tualna le termična energija in ne upoštevamo faznih sprememb, se sprememba notranje
energije odraža le v spremembi temperature opazovanega volumna. Iz termodinamike
vemo, da je
dU = dm · cp · dT = ρ · cp · dT · dV (2.8)
ρ predstavlja gostoto, cp pa (izobarno) specifično toploto snovi. S kombinacijo zgoraj
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Dobljeno enačbo delimo z dt. Vidimo, da v členih z odvodom po x in y dobimo faktorja












= v⃗ · ∇T + ∂T
∂t
(2.11)
To sedaj vstavimo v enačbo (2.9) in sicer na mesto ∂T
∂t
;
div(k∇T ) + qv = ρcp
(




Dobljena enačba se imenuje vodilna enačba prevoda toplote. Kot vidimo, enačba vse-
buje tudi časovni člen, kar pomeni, da lahko z njo rešujemo tudi probleme z neusta-
ljenim prevodom toplote. V primeru, da so razmere ustaljene, pa je člen za enačajem
enak nič, kar močno poenostavi reševanje. Vendar pa tudi v primeru, ko je časovni člen
enak nič, analitično reševanje takšnih enačb hitro postane prezahtevno (nemogoče), še
posebej, če je opazovano območje ”nepravilnih”oblik.
Za reševanje takšnih problemov se običajno uporabljajo numerične metode, kot so me-
toda končnih razlik, metoda robnih elementov, metoda končnih volumnov in metoda
končnih elementov, ki je uporabljena v tej nalogi.
2.3. Metoda končnih elementov
Metoda končnih elementov je aproksimativna metoda in temelji na šibki obliki integral-
ske formulacije vodilne enačbe problema. Obravnavano območje se razdeli na območja
končnih velikosti (niso diferencialno majhna kot pri eksaktnem reševanju diferencial-
nih enačb), ki jih imenujemo končni elementi. Znotraj njih se primarna spremenljivka
podreja izbrani aproksimaciji.
Sledi prikaz izpeljave enačbe končnega elementa, za 2D stacionarni prevod toplote,
povzet po [5].
2.3.1. Šibka oblika integralske formulacije
Šibka oblika integralske formulacije se izpelje iz vodilne enačbe nekega problema, v
našem primeru prevoda toplote. Za ta namen zapǐsemo enačbo (2.12) brez časovnega
in hitrostnega člena;
div(k · ∇T ) + qv = 0 (2.13)
To enačbo pomnožimo s poljubno funkcijo v = v(x, y) in integriramo po 2D območju
A. Dobimo enačbo;∫
A
div(k · ∇T ) · v · dA+
∫
A
qv · v · dA = 0 (2.14)
5
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V tej enačbi člen k ·∇T po Fourierjevem zakonu predstavlja toplotni tok q. Z uporabo
Green-Gaussovega teorema znižamo stopnjo odvoda v prvem členu in dobimo tudi člen
z integralom po meji Γ;∫
A
div(k · ∇T ) · v · dA =
∫
Γ
k · ∇T · n⃗ · v · dΓ−
∫
A
∇v · k · ∇T · dA (2.15)
V integralu po meji, ki smo ga dobili, je k · ∇T · n⃗ pod integralom enak −q⃗n. To je
toplotni tok, ki prehaja skozi mejo območja v smeri normale.
Iz zgornjih dveh enačb nato dobimo enačbo;∫
A
∇v · k · ∇T · dA = −
∫
Γ
q⃗n · v · dΓ +
∫
A
qv · v · dA (2.16)
Dobljeno enačbo imenujemo šibka oblika integralske formulacije. ”Šibka”v imenu
enačbe pove, da je stopnja odvoda nižje stopnje, kot v vodilni enačbi problema, kar je
ugodno z vidika reševanja.
2.3.2. Izbira aproksimacije
Pred nadaljevanjem je potrebno izbrati utežne funkcije, ki bodo aproksimirale tempe-
raturo po območju končnega elementa. Ker obravnavamo trivozlǐsčni trikotni končni
element, moramo določiti 3 takšne funkcije. Izberemo jih tako, da je porazdelitev v
obeh koordinatnih smereh enaka:
ψi(x, y) = c0i + xc1i + yc2i ; i = 1, 2, 3 (2.17)
indeks i pa predstavlja vozlǐsča.
Vrednost utežnih funkcij mora biti za vozlǐsče, kateremu pripada, enaka ena, za vsa
ostala vozlǐsča pa enaka nič. Tako dobimo za vsako funkcijo sistem treh enačb s tremi




































pri čemer so xi in yi koordinate i-tega vozlǐsča končnega elementa. Sistem lahko kraǰse
zapǐsemo tako:
M · Ci = δi ; i = 1, 2, 3 (2.21)
Celotno enačbo z leve pomnožimo z inverzno matriko M−1 in dobimo
Ci =M
−1 · δi ; i = 1, 2, 3 (2.22)
6
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2AKE = det[M ] (2.26)
Sedaj, ko poznamo vse konstante, lahko zapǐsemo vse tri oblikovne funkcije, katerih



















x1y2 − x2y1 + (y1 − y2)x+ (x2 − x1)y
]
(2.29)
Slika 2.2: Oblikovne funkcije
S pomočjo utežnih funkcij lahko zapǐsemo aproksimacijo temperature znotraj končnega
elementa:
T̃ (x, y) = T1ψ1 + T2ψ2 + T3ψ3 (2.30)
7
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Ker v šibki obliki integralske formulacije nastopa temperaturni gradient ∇T in, ker je
sedaj aktualna aproksimirana temperatura T̃ (x, y), zapǐsemo njen gradient;

















⎫⎬⎭ = [B] ∗ {T} (2.31)
Kot lahko vidimo, v enačbi nastopajo samo konstante. To pomeni, da je znotraj
končnega elementa temperaturni gradient konstanten. To je bilo pričakovano, saj je
aproksimacija temperature ravnina, za katero vemo, da ima na celotnem območju enak
naklon.
Sedaj se vprašajmo, kako je s funkcijo vi(x, y) v šibki obliki. Kot je napisano že prej,
je izbira te funkcije poljubna. Vseeno pa je priporočljiva pametna izbira. Izkaže se, da
je, po Galerkinu, za vi(x, y) pametno izbrati kar funkcije ψi(x, y).






















Vidimo, da so tudi ti odvodi konstantni. Sedaj izračunane odvode vstavimo v (2.16),
ker so konstantni jih vstavimo pred integral.
∇v · k · ∇T ·
∫
A





· [B] · {T} = [K] · {T} (2.33)
Uvedli smo novo matriko K, ki se imenuje prevodnostna matrika.
[K] =
⎡⎣K11 K12 K13K21 K22 K23
K31 K32 K33
⎤⎦ (2.34)
V tej matriki se člene po diagonali izračuna z enačbo:












; i = 1, 2, 3 (2.35)
Člene izven diagonale pa z:


















; i, j = 1, 2, 3 ; i ̸= j
(2.36)
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q⃗n · v · dΓ (2.37)
ki predstavlja toplotni tok skozi meje končnega elementa. Drugi člen,∫
A
qv · v · dA (2.38)
pa predstavlja izvor/ponor toplote po območju končnega elementa. Oba člena bomo v
nadaljevanju preoblikovali v obliko, v kateri bodo nastopali ekvivalentni toplotni tokovi



























Toplotni tokovi, ki prehajajo meje med elementi, se v sistemu enačb odštejejo, razen
na robu območja, kjer poznan toplotni tok predstavlja robni pogoj obravnavanega pro-
blema. Za robni pogoj je lahko poznan toplotni tok, temperatura ali pa njuna linearna
kombinacija.

























Dobljeno enačbo imenujemo enačba končnega elementa prevoda toplote.
2.4. Nestacionarni prevod toplote
V primeru, ko se opazovani snovi spreminja termična energija, se ji spreminja tem-
peratura. V tem primeru govorimo o časovno neustaljenem prevodu toplote. Takšni
primeri so za reševanje precej bolj zahtevni, kot problemi stacionarnega prevoda to-
plote. Možno jih je reševati analitično ali s posplošeno kapacitivnostno metodo, vendar
le za enostavne robne pogoje in geometrije [6]. Za zahtevneǰse primere pridejo v poštev
numerične metode.
9
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2.4.1. Časovne sheme
V primeru časovno odvisnega dogajanja dobimo še četrto dimenzijo, ki jo je treba
upoštevati. To je čas. To pomeni, da moramo tudi časovno os razdeliti na končno
dolge čase. V teh časovnih trenutkih nato računamo iskane spremenljivke po eni od
numeričnih metod. Časovni korak mora biti zaradi željene natančnosti rezultatov pri-
merno majhen. Časovni korak je pri nekaterih metodah navzgor omejen tudi zaradi
omejene numerične stabilnosti metode. Iz tega predvidevamo, da bo imel takšen pri-
stop veliko število časovnih trenutkov. To pa pomeni veliko število enačb in neznank,
ter posledično dalǰse računske čase. Slika 2.3 prikazuje potek programa za izračun po
časovnih shemah. Vidimo, da se mora zanka ponoviti tolikokrat, na kolikor časovnih
trenutkov smo problem razdelili. Dolgi računski časi so glavna pomanjkljivost takšnega
načina računanja.
Poznamo nekaj metod, s katerimi upoštevamo tudi časovno komponento:
metoda diferenčnega koraka nazaj, metoda diferenčnega koraka naprej, metoda Crank-
Nicolson . . . V vseh naštetih metodah se odvod po času aproksimira z metodo končnih
razlik.
Slika 2.3: Potek programa izračuna po časovnih shemah
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V splošnem se takšnemu načinu računanja ne moremo izogniti. V nekaterih prime-
rih lahko problem obravnavamo v premičnem koordinatnem sistemu. Takšen način
obravnave se imenuje Eulerjev pristop oziroma obravnava v Eulerjevem koordinatnem
sistemu. Z njim si močno poenostavimo računanje oziroma skraǰsamo računski čas.
2.4.2. Eulerjev pristop
Pri Eulerjevem pristopu se osredotočimo na geometrijski prostor. Torej ves čas opazu-
jemo neko območje, ki ni nujno zapolnjeno z istimi materialnimi delci. Pri tem nas ne
zanima, kaj se dogaja z določenim delcem, ampak kaj se dogaja na nekem delu opazo-
vanega okna. Takšen način opazovanja je mogoč oz. smiseln, ko so razmere ustaljene
(vlečenje žice, kontinuirano litje, ustaljen tok fluida skozi cev . . . ).
2.4.2.1. Enačba končnega elementa
Enačbo končnega elementa za primer prevoda toplote v Eulerjevem koordinatnem sis-
temu izpeljemo iz enačbe (2.12). Ker so razmere ustaljene, se temperatura s časom
ne spreminja. Časovni člen zato odpade, prav tako, kot pri Lagrangejevem pristopu v






















Nad členom za oklepajem uporabimo Green-Gauusov teorem, da zmanǰsamo stopnjo














Dobljena enačba se imenuje šibka oblike integralske formulacije. Na mesto poljublne











































1Bralec naj bo pozoren na razliko med v⃗, ki predstavlja hitrost in je vektorska veličina ter poljubno
funkcijo v, ki je skalarna.
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pri čimer [Ke] predstavlja prevodnostno matriko v Eulerjevem koordinatnem sistemu.
Vidimo, da je dobljena enačba zelo podobna enačbi (2.41), razlikuje se le v prevodnostni
matriki, ki vsebuje tudi člene, ki upoštevajo gibanje koordinatnega sistema.
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3. Metodologija raziskave
Izračunati želimo temperaturno polje pri varjenju dveh pločevin. Ker je varjenje nesta-
cionaren proces, se nam ponuja možnost analize v nepremičnem koordinatnem sistemu
s pomočjo časovnih shem. Vendar pa, kot smo ugotovili v poglavju 2.4.1., so takšne ana-
lize časovno zamudne. Temu se lahko izognemo z uporabo Eulerjevega koordinatnega
sistema. Takšen način analize je mogoč, ker je hitrost varjenja običajno konstantna.
Rezultati, ki jih dobimo, so veljavni za primer kontinuiranega varjenja, ali v osrednjem
delu zvara pri dalǰsih varjencih; se pravi, rezultati ne zajemajo robnih motenj oziroma
dogajanja, ko vir toplote potuje čez rob materialnega območja.
Obravnavano območje je potrebno pametno izbrati. Zaradi gibanja temperaturnega
izvora pričakujemo, da temperaturno polje ne bo konstantno po x koordinati. To po-
meni, da moramo območje izbrati tako, da bo večje na tisti strani toplotnega izvora,
od koder se le ta giblje. Druga pomembna stvar, ki jo je pametno upoštevati, pa je
simetrija prek zvara, s čimer prepolovimo število neznank in računski čas.
Toplotni tok je na mesto varjenja vnešen kot volumska generacija znotraj končnega ele-
menta. Porazdelitev gostote toplotnega toka je Gaussova. Takšen način vnosa toplote
predstavlja vnos preko čelne ploskve. Najprej je bila sicer izdelana simulacija, pri kateri
se toplota vnaša preko spodnjega roba. V tem primeru so bile dobljene temperature
skoraj dvakrat tolikšne kot pri volumski generaciji. Vzrok temu je, da smo toploto
dovajali preko manǰsega števila vozlǐsč. Gostota toplotnega toka v robna vozlǐsča je
bila zelo velika, zato so bile tudi temperature v teh vozlǐsčih visoke, saj material ni
mogel dovolj hitro odvajati vnešene toplote.
Slika 3.1: Območje in robni pogoji
Na sliki 3.1 vidimo območje oziroma opazovano okno ter robne pogoje. Z modro črto je
označena temperatura, ki je enaka temperaturi okolice, 20 ◦C. Veljavnost tega robnega
pogoja je odvisna od velikosti okna opazovanja. Večje kot je okno, bolj je temperatura
njegovega roba podobna temperaturi okolice, saj vpliv varjenja ne pride do roba.
S črno je označen rob, kjer je toplotni tok enak nič, in sicer zaradi simetrije. Z rdečo pa
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je označen toplotni tok na mesto varjenja, čigar porazdelitev je Gaussova in jo vidimo
tudi na sliki 3.2. Vnešen je kot volumska generacija, s katero aproksimiramo vnos
toplote preko čelne površine varjenca.
Slika 3.2: Porazdelitev toplotnega toka
Mreženje območja je še eno opravilo, ki močno vpliva na dobljene rezultate. Gosteǰsa
mreža nam da natančneǰse rezultate, vendar pa zelo podalǰsa čas računanja. Prav tako
ima tudi željena natančnost neke razumne meje. Območje torej pomrežimo z različno
velikimi končnimi elementi tako, da del območja, kjer se temperatura intenzivno spre-
minja, pomrežimo z manǰsimi elementi, tam kjer je gradient temperature manǰsi, pa
uporabimo večje elemente. Podobmočje, kjer je potrebna gosteǰsa mreža, lahko ugoto-
vimo iz poznavanja fizikalnega problema. Lahko pa prej naredimo analizo z manj gosto
mrežo, potem pa jo na delu, kjer je to potrebno, zgostimo. Na sliki 3.3 vidimo, da je
na mestu varjenja mreža najgosteǰsa in sicer zaradi pričakovanega najintenzivneǰsega
spreminjanja temperature.
S spreminjanjem gostote mreže tudi ugotavljamo, če rezultati konvergirajo k določeni
vrednosti. Če rezultati ne konvergirajo, ne moremo najti pravih vrednosti rešitve pro-
blema. S takšnimi rezultati si ne moremo pomagati in so brez uporabne vrednosti.
Slika 3.3: Pomreženo območje
Material surovcev je aluminij, za katerega so izbrani tudi materialni parametri. Te
so koeficient toplotne prevodnosti (k = 205 W/mK), gostota (ρ = 2712 kg/m3) ter
specifična toplota (cp = 910 J/kgK)
Varilni parametri pa so debelina varjenaca (t = 3.2 mm), hitrost varjenja (vx = 4.23
mm/s) in moč varjenja (P = 880 W).
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3.1. Opis programa za obravnavo problema po MKE
Program za analizo predstavljenega problema je napisan v Wolfram Mathematici in
je praktično popolnoma avtomatiziran. Za test delovanja programa je bila izdelana
analiza po Lagrangeju, ki je dala popolnoma identične rezultate kot Abaqus.
V nadaljevanju je opisano delovanje programa. Kot vidimo na sliki 3.4 se program začne
z definiranjem podatkov, potrebnih za analizo. Mednje spadajo materialne lastnosti,
definicija opazovanega območja, procesni parametri varjenja, robni pogoji, podatki o
velikosti mreže in pogoji konvergence.
Slika 3.4: Potek programa za analizo obravnavanega problema
Sledi definicija funkcije, ki predstavlja enačbo končnega elementa. Ta funkcija v na-
daljevanju iz koordinat vozlǐsč posameznega KE zanje izračuna prevodnostne matrike.
Za mreženje območja (okna) uporabimo trivozlǐsčne končne elemente. Mreženje je iz-
vedeno z že vgrajeno funkcijo v Mathematici. Za mreženje z različnimi velikostmi KE
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so definirana tri območja, v katerih so definirane različne velikosti KE, odvisno od in-
tenzivnosti dogajanja na tem območju.
Sledi izračun temperaturnega polja. Potek tega dela vidimo na sliki 3.5.
Slika 3.5: Potek izračuna temperaturnega polja
Najprej funkcija za izračun prevodnostnih matrik izračuna prevodnostno matriko za
vsak KE posebej. Za izračun potrebuje vozlǐsča, ki pripadajo določenemu KE. Vsak
KE ima 3 prostostne stopnje, to so temperature ali toplotni tokovi posameznih vozlǐsč.
Torej ima obravnavano območje toliko prostostnih stopenj, kolikor je vseh vozlǐsč. Po-
samezne prevodnostne matrike moramo zato razširiti na vse prostostne stopnje in jih
nato sešteti skupaj. Programsko to izvedemo tako, da najprej definiramo kvadratno
matriko ničel, ki je enakih dimenzij, kot je število vozlǐsč problema. Za tem pa vanjo
na ustrezna mesta prǐstejemo posamezne prevodnostne matrike. Dobimo globalno pre-
vodnostno matriko. To je v primeru 1D enostavno, saj si elementi in vozlǐsča sledijo
po vrsti. Pri večdimenzionalnih analizah pa temu ni tako, zato moramo za vsak končni
element vedeti, katera vozlǐsča mu pripadajo.
Sledi vstavljanje robnih pogojev, kar program opravi avtomatsko. Najprej definira
vektorje neznanih temperatur in ekvivalentnih toplotnih tokov za vsa vozlǐsča. Zanka
nato preveri vsa vozlǐsča in, če imajo ustrezne koordinate, na njihovo mesto v vektor
temperatur napǐse predpisano temperaturo. Za vozlǐsča, katerih temperatura je ne-
znana, program predpǐse ničelni reakcijski toplotni tok. Za spodnji rob je tako zaradi
simetrije problema, za ostala vozlǐsča pa zaradi energijske bilance.
Za elemente, ki so izpostavljeni volumski generaciji, je potrebno za vsako vozlǐsče
izračunati ekvivalentni vozlǐsčni tok. Izračuna se ga z integriranjem porazdelitve to-
plotnega toka, pomnoženega z ustrezno oblikovno funkcijo za vsako vozlǐsče. Ker je
porazdelitev Gaussova, pomeni, da je toplotni tok definiran na celotnem območju.
Vendar pa ta hitro pade na zanemarljivo vrednost, zato izračunamo integrale le za
elemente, ki so na neki predpisani razdalji od mesta varjenja. S tem prihranimo pri
računskem času, rezultati pa so praktično enaki.
Sedaj imamo togostno matriko ter vektorja temperatur in toplotnih tokov, ki predsta-
vljajo sistem enačb v matrični obliki. Ta sistem enačb rešimo in dobimo vse neznanke.
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Program nato poǐsče maksimalno izračunano temperaturo in jo primerja z največjo iz
preǰsnje iteracije. Za prvo iteracijo je maksimalna temperatura preǰsnje iteracije pred-
pisana (0 ◦C). Če se ti dve temperaturi razlikujeta za večjo vrednost, kot je predpisana,
se program nadaljuje tako, da zmanǰsa predpisano velikost mreže in še enkrat izračuna
temperaturno polje. Če pa je razlika dovolj majhna, sledi prikaz rezultatov. Rezultati
simulacije so temperaturno polje, polje reakcijskih toplotnih tokov, polje toplotnih to-
kov in diagram konvergence. Prav tako je možno dobiti temperaturo in toplotni tok za
poljubno vozlǐsče.
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V tem poglavju so predstavljeni rezultati programa, ki je bil izdelan v okviru te di-
plomske naloge. Rezultati so primerjani z rezultati analize v Abaqusu, ki je izve-
dena v Lagrangejevem koordinatnem sistemu. Na koncu pa bo analiziran še prihranek
računskega časa pri Eulerjevem pristopu v primerjavi z Lagrangejevim.
4.1. Prikaz rezultatov analize
Najpomembneǰsi rezultat, ki ga dobimo iz analize, je temperaturno polje. Iz njega
lahko pri varjenju preverimo ustreznost varilnih parametrov, širino toplotno vplivanega
področja . . .
Slika 4.1: Temperaturno polje
Na sliki 4.1 vidimo temperaturno polje izračunano s programom v Mathematici. Oblika
je zaradi premikanja mesta vnosa toplote pričakovano nesimetrična. Največja tempe-
ratura je 737 ◦C in sicer na mestu varjenja, kjer je gostota toplotnega toka največja.
Ker so varilni parametri izbrani iz literature, so tudi dobljene temperature primerljive
z izmerjenimi temperaturami iz vira [7].
Naslednji pomemben rezultat je reakcijski toplotni tok. To je toplotni tok (TT), ki
mora zapuščati območje, da temperatura na robu območja ostaja enaka predpisani
vrednosti iz robnih pogojev. Kot vidimo na sliki 4.2, je na robu območja negativen
reakcijski TT. To pomeni, da je temperatura na robu v resnici večja, kot smo predpisali.
Ta rezultat nam tudi pove, ali je izbrano okno dovolj veliko. Manǰse, kot so vrednosti,
manǰsa napaka je narejena zaradi velikosti opazovanega območja. Velikost okna bi sicer
lahko povečevali, vendar bi s tem povečevali število neznank in računski čas. Reakcijski
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TT ne bi popolnoma izginil, saj mora toplota, ki jo vnesemo z varjenjem, območje tudi
nekje zapustiti.
Ker je reakcijski TT majhen v primerjavi z vnešenim, katerega vrednost presega
29 W/mm2, so velikost območja in robni pogoji primerno izbrani.
Slika 4.2: Reakcijski toplotni tok
4.2. Analiza konvergence
Vsak fizikalni problem ima rešitev, ki je glede na dane pogoje ena sama. Pri nu-
meričnem reševanju pa hitro ugotovimo, da glede na gostoto mreže dobivamo drugačne
rezultate. To seveda nima fizikalnega pomena. Pomembno je, da z zgoščevanjem mreže
rezultati konvergirajo k neki vrednosti, ki je eksaktna rešitev problema. Če se to ne
zgodi, je analiza neuporabna.
Program, ki sem ga napisal v Mathematici, daje rezultate, ki konvergirajo k vrednosti,
ki je eksaktna rešitev problema. Na sliki 4.3, A predstavlja največjo površino KE na
najgosteǰsem delu. Vidimo, da z manǰsanjem velikosti KE rezultati limitirajo proti
vrednosti, ki je rešitev predstavljenega problema.
Slika 4.3: Konvergenca rezultatov iz Mathematice
Manǰsanje velikosti mreže ima seveda razumske meje, saj se s tem povečuje tudi čas ana-
lize. Poleg tega pa ima tudi željena natančnost neke meje, ki so pogojene z možnostjo
meritev iskane fizikalne veličine v praksi.
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4.3. Primerjava z Abaqusom
Za primerjavo rezultatov iz Mathematice je bila narejena analiza v Abaqusu po La-
grangejevem pristopu. Pločevina je dimenzij 2000 mm x 150 mm in pomrežena z osem
vozlǐsčnimi štirikotnimi končnimi elementi, prav tako je upoštevana simetrija problema.
Na sliki 4.4 vidimo časovni potek rezultatov. Na začetku in koncu analize je nekaj robne
motnje. Tega dela ne moremo analizirati po Eulerjevem pristopu. V srednjem delu pa
je vidno, da se temperaturni profil ustali in je konstantne oblike. Ravno potek tega
profila pa smo izračunali s programom, napisanim v Mathematici.
Slika 4.4: Časovni potek temperaturnega polja izračunanega z Abaqusom
Na sliki 4.5 vidimo primerjavo TP izračunanim po Eulerjevem in Lagrangejevem pri-
stopu. Vidimo, da so temperature praktično identične. Rezultati iz Abaqusa so za-
radi gosteǰse mreže nekoliko bolj natančni. Zelo podobne so tudi največje izračunane
temperature; 740 ◦C (Abaqus) in 737 ◦C (Mathematica). Z zgoščevanjem mreže v
Mathematici bi lahko z rezultati prǐsli bližje tistim iz Abaqusa, vendar to nima smisla,
saj smo v podpglavju 4.2. videli, da rezultati konvergirajo, poleg tega pa bi za izračun
s še gosteǰso mrežo porabili preveč računskega časa.
Slika 4.5: Temperaturno polje; Abaqus in Mathematica
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4.4. Analiza časovne učinkovitosti
Kot je bilo že omenjeno, Eulerjev pristop ponuja bistven prihranek pri računskem času.
Ker sta obe analizi izvedeni v različnih programih, je primerjava zgolj približna.
Lagrangejeva analiza v Abaqusu je sestavljena iz 2000 časovnih korakov. Celotni proce-
sorski čas analize pa je 5239 s. To pomeni, da je čas izračuna enega koraka 2,62 s. Če bi
Abaqus podpiral Eulerjev pristop, bi bilo območje potrebno za analizo manǰse. Poleg
tega pa je za ta način preračuna potrebno število KE veliko manǰse za isto natančnost,
saj se lokacija najbolj intenzivnega dogajanja ne spreminja. To pa še bolj zmanǰsa
obseg sistema enačb. Čas celotne analize bi bil zato precej kraǰsi od ene sekunde, kar
pomeni več kot 5000-kratni prihranek na času.
Čas računanja iteracije v Mathematici je 470 s pri 2000 vozlǐsčih. Vendar pa ta čas ni
primerljiv z Abaqusovim, saj v tem času program v Mathematici tudi mreži območje,
vstavlja robne pogoje in rǐse rezultate, kar v čas Abaqusove analize ni všteto.
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5. Zaključki
Sledi kratek povzetek opravljenega dela in dobljenih rezultatov ter ugotovitev. Na
koncu pa še praktični doprinos naloge in možnosti za nadaljno delo na tem področju.
1. Cilj naloge je bila izdelava programa v Mathematici za analizo časovno neusta-
ljenega prevoda toplote po Eulerjevem pristopu.
2. Najprej je bil na vrsti pregled teoretičnih osnov. Izpeljana je bila vodilna enačba
prevoda toplote, potem pa tudi enačbi končnega elementa za Lagrangejev in za
Eulerjev pristop. Predstavljeni so načini analize nestacionarnih problemov in
njihova problematika, ki se je kasneje tudi praktično pokazala.
3. Napisan je bil program v Mathematici, ki obravnavani problem rešuje po MKE
v Eulerjevem koordinatnem sistemu.
4. S primerjalno analizo po Lagrangejevem pristopu je bila v programu Abaqus
izvedena primerjava dobljenih rezultatov. Rezultati obeh analiz se ujemajo z
izmerjenimi rezultati iz literature.
5. Ugotovljen je bil ogromen prihranek na računskem času v primeru Eulerjevega
načina opazovanja. Vendar pa je ta pristop primeren le za ustaljen del analize in
ne zajema robnih motenj.
Kljub temu, da je naloga bolj teoretično zasnovana, ima izdelan program tudi praktično
vrednost. Ker komercialni programski paketi ne vsebujejo Eulerjevega pristopa, je
možno izdelani program uporabiti za hitre analize nastavljenih parametrov pri varje-
nju pločevin. Pomembno pa je tudi razumevanje teoretičnih osnov, na katerih temeljijo
programi za MKE analize za nastavljanje realnih parametrov in nastavitev ter za ana-
lizo dobljenih rezultatov.
Predlogi za nadaljnje delo
Opravljeno delo bi se dalo še nadgraditi. Lahko bi nadgradili fizikalni model, tako da bi
upoštevali še več fizikalnih pojavov, npr. konvekcijo, taljenje ... Možnost nadgraditve
je tudi na numeričnem modelu. Lahko bi dodali še različne tipe končnih elementov in
model nadgradili tudi na tretjo dimenzijo.
Nadalje bi bilo pametno Eulerjev pristop vgraditi tudi v katerega od komercialnih
paketov za MKE analize, saj običajno ne podpirajo tovrstnih analiz.
22
6. Literatura
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